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Sur un module de r6seau d'~v6nements, nous 6tablissons un certain nombre de r~sultats de 
d6nombrement. 
1. Un module de r~seau d'~v~nements - D~finitions 
On consid~re un univers fini U de p entit6s (appel6es chatnes dans [1], [2], [3]) 
ok chaque entit6 poss6de une perception temporelle propre, qualitative t non quan- 
titative, de l'ant6riorit6 et de l'ult6riorit6. 
On appelle ~v~nement d'ordre (ou de degr6) q, (1 <_q<_p), tout graphe connexe 
dont l'ensemble des sommets est une partie E de U, de cardinalit6 q. 
Dans ce qui suit, on imaginera que ces graphes connexes ont des sous graphes 
engendr6s d'un graphe ambiant sur U tout entier, la donn6e de ce graphe d6termi- 
nant le mode du r6seau. On examine ici deux modes particuliers correspondant aux 
cas ok le graphe ambiant est soit complet, soit unidimensionnel ouvert c'-~-d la 
cha~ne 616mentaire UlU 2 "'" Up. 
On appelle r~seau toute famille finie d'6v6nements, partiellement ordonn6e (tem- 
porellement) par la relation --~ d6finie par: 
Ei N Ej :/: ¢J ~ Ei et Ej comparables et si El--< Ej avec Ei Iq Ej = 0, il existe une suite 
finie (Ek,) d'6v6nements elle que: 
Ei--< Ek --< Ek2--< ...--<Ek--< ...--<Ek--<Ej, 
avec EiNEk, =/:O, Ek, NEk,+, ¢O, Ek t')Ej:l:O. 
Le type d'un r6seau est d&ermin6 par la donn6e d'une suite croissante Q: 
Q = {ql, q2,..., qm } (avec 1 < ql et qm <-P) de valeurs possibles des degr6s des 6v6ne- 
ments qui composent le r6seau. Deux cas particuliers importants interviendront ici: 
Q = {q} type homog~ne, 
Q = {q, q + 1, q + 2, ..., p} type dtendu. 
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2. D~nombrement des r~seaux de type et de mode donn~s 
On notera [x] la partie enti~re du r6el x. 
Le nombre de chaTnes p &ant fix6, ainsi que le mode et le type Q, on s'int6resse 
au nombre de r6seaux/l n 6v6nements ayant ce type et ce mode; ces nombres v6ri- 
fient une relation de r6currence lin6aire, obtenue par application du principe 
d'inclusion-exclusion, dont le polyn6me caract6ristique est: 
[P/q,] 
Ap(X)= ~ (-1)kap(k) x [p/ql]-k 
k=O 
Dans l'expression ci-dessus, ap(k) d6signe le nombre de configurations, /t k 
6v6nements inclassables (c'-~t-d incomparables pour ---<) entre eux sur p chaTnes, 
respectant le mode et le type. 
(Remarque. Dans le cas o6 l'on souhaite nvisager conjointement plusieurs types 
Q, Q', il convient, en toute rigueur, d'adopter les notations plus lourdes: Qap(X) 
pour les polyn6mes et Qap(k) pour les coefficients. Nous le ferons seulement en cas 
de n6cessit6.) 
I1 est important d'6tudier les z6ros de tels polyn6mes (par exemple pour des 
6valuations asymptotiques pour de grandes valeurs des param~tres du r6seau);/l ce 
propos, nous 6tablissons le r6sultat g6n6ral suivant: 
Th~or~me Triangulaire. Soit la famille de polyn6mes ddfinie par: 
[P/q] 
Ap(x) = ~ ( -  1)kap(k) X [p/q]-k, 
k=0 
oft les coefficients au(k), nuls pour k<0 et pour k> [p/q] et positifs sinon, sont 
lids par la rdcurrence triangulaire: 
q-I 
ap(k)= ~ 2iap_i(k)+ Aqap_q(k- I ), 
i=1 
oft les )t i sont fixes pour p et q donnds et vdrifient Ai<_O pour 2<_i<_q- 1 et )tq>0; 
on peut, sans perte de gdndralitd, supposer les polyn6mes Ap(X) normalisds, ce qui 
q-I impose: ~,i= l 2i = 1, et donc )h >0. On a alors l'ensemble de rdsultats uivant: 
(I) A u (x) admet [p/q] zdros rdels positifs distincts. 
(II) Entre deux zdros consdcutifs de Ap, il existe un zdro et un seul de chacun 
des polyn6mes Ap, avec p -q<p'<_p-  1. 
(III) S ip  >p", le plus grand zdro de Ap est supdrieur au plus grand zdro de Ape. 
Ce th6or~me, comme le montrent certaines formules de la section qui suit, s'appli- 
que aux polyn6mes de d6nombrement de r6seaux de type homog~ne (en modes com- 
plet ou unidimensionnel) et de type 6tendu (en mode unidimensionnel). 
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3. Formulaire r~gissant les polyn6mes caract~ristiques 
3.1. Cas gdn~ral 
Pour tout type Q= {ql, qz,'",qm}, ( l<qt ,  qm<P), les coefficients ap(k) v6ri- 
fient: 
Mode: Complet Unidimensionnel ouvert 
ap(k)=ap_l(k)+ ~ q-1 C~_lap_q(k-1) lp(k)=ap_l(k)+ ~ ap_q(k-1) 
q~Q q~Q 
avec, pour tout mode, les conditions naturelles ap(k)=O si k<0 ou k> [P/ql], et 
ap(O) = 1. Signalons 6galement les formules compl6mentaires: 
soit q~Q,  on pose Q'=Q-{q} soit Q= {qi}, on pose Q'= {qi+ 1} 
k 
Q,ap(k)= ~ (-- 1)t{q}ap(i)Qap_iq(k-i) Q,ap(k)=Qap_k(k ). 
i=0 
3.2. Cas particuliers: relations uppldmentaires 
3.2.1. Type homogbne Q= {q} 
Mode: Complet Unidimensionnel ouvert 
p~ 
ap(k) = (q!)kk!( p -  qk)! ap(k) = C k p - (q - 1)k 
Dans ces deux cas, l 'application du th6or6me triangulaire assure l'existence t 
l 'enchev&rement des z6ros des polyn6mes Ap(X); les coefficients 2i sont: 
q- !  
Al = 1, /~q = C~_ l, 0 sinon I '~ 1 : "~q : 1, 0 sinon. 
Signalons que dans le cas q = 2, les polyn6mes Ap sont li6s aux polyn6mes d'Her- 
mite (en mode complet), ou aux polyn6mes de Jacobi (en mode unidimensionnel 
ouvert); ce sont les deux seuls cas d'orthogonalit6. 
3.2.2. Type ~tendu Q= {q, q+ 1, q+2,  ... ,p} 
Mode: Complet 
ap(k)=(k + 1)ap_l(k)+ cq-~ap_q(k  - 1) 
1 P 
ap(k )  = ~ i=qCpap_ i (k - l )  
Si q = 1, ap (k) = S(p + 1, k + 1) (hombre 
de Stifling de seconde sp~ce). 
Unidimensionnel ouvert 
ap(k) 2k = Up _ (q _ 2)k 
Le Th6or~me triangulaire s'applique avec 
~1 =2; ~-2= -- 1; Aq= 1; les autres A~ nuls. 
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